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Cvod

Pri zndzorfiovani rovnovainych fiazovych diagramov zlozitych kondenzo-
vanych heterogénnych sistav sa vo v8eobecnosti pouzivaji rozliéné geometric-
ké obrazce. So zavedenim tohto spdsobu zobrazovania prevzala termodyna-
mika rad matematickych zakonitosti, ktoré stratili svoj povodny, rydzo for-
malny zmysel a ziskali novi konkrétnu fyzikadlnu napli. Napriklad v termo-
dynamike heterogénnych kondenzovanych sastav dostali novy obsah niektoré
poznatky z kombinatoriky; kombina¢né éisla a Pascalov trojuholnik sa éasto
pouzivaju v teoretickych pracach pri charakteristike zloZitejSich stustav [2—4,
6, 7].

V tejto praci sa vyuzZivaji niektoré dalSie zakonitosti kombinatoriky na
rieSenie tloh, ktoré spadaji do teérie rovnovaznych viaczlozkovych ststav.

Predmetom nagich tvah budi predovsetkym ststavy s jednoduchym eutek-
tikom.

A. PouZité pojmy a terminy

1. Znazornovanie fazovych diagramov
kondenzovanych stistav

V kondenzovanych #k-zlozZkovych sistavidch s premennymi velidinami
teplota, tlak a (k— 1) koncentracii. Vplyvom magnetickych ‘a elektrickych
poli atd. na rovnovdhu v sistavach sa nezaoberdme. Preto na zobrazovanie
fazového diagramu k-zlozkovej ststavy treba (L - 1) osi. Aby sme ulahéili
zobrazovanie fizovych diagramov danych ststav, zavddzame toto zjedno-
dusenie:

a) Viaczlozkové kondenzované stistavy budeme skumat pri konstantnom
tlaku, ktory v danom intervale teplot prevySuje tlak nasytenych par lubo-
volnej zlozky alebo zmesi zloZiek (komponentov) danej stistavy.

b) Rovnovazne fazové diagramy (dalej len fazové diagramy) budeme pre-
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mietat v smere siradnicovej osi, vyhradenej pre teplotu, na ich koncentraény
polyéder.

V désledku tychto zjednoduseni bude k-zlozkova ststava zndzornena
(k— 1)-rozmernym fazovym diagramom.

2. Vntitorné a vonkaj§ie taveniny a zliatiny

Tuhu latku, ktora vznikla ochladenim kvapalnej laveniny, t. j. roztopenej
zmesi kovov alebo inych latok (napr. kysliénikov, soli), pomenujeme zliatinou.
Tavenina alebo zliatina mézu k danej k-zlozkovej sustave patrit prirodzene iba
vtedy, ked koncentracie vSetkych k zloziek v tavenine (alebo zliatine) s
odli§né od nuly (presnejsie povedané, ak maji kladni hodnotu). Ako je zname,
(k—1)-rozmerny koncentraény polyéder k-zlozkovej ststavy je ohrani¢eny
v priestore (k— 2)-rozmernymi polyédrami, ktorych je spolu k. Kazdy z nich
dalej ohraniéuju (k— 3)-rozmerné polyédry atd. Lubovolny z tychto ohrani-
¢ujicich dtvarov odpovedd uréitej sustave. AvSak taveniny a zliatiny tychto
,,ohraniéujicich* ststav vlastne nepatria k pdvodnej k-zlozkovej -sdstave,
pretoze koncentracia najmenej jednej z k zloziek sa v nich rovna nule a teda
nespliia uvedent podmienku. Aby sme sa vyhli tomuto paradoxu, zavedieme
termin ,,ondtorné a ,vonkajsie’* taveniny a zliotiny k-zlozkovej ststavy. Pri
prvych je podet zloziek rovny & (koncentracie vSetkych zloZziek maju kladnd
hodnotu), pri druhych sa pocet zloziek moéze menit v intervale od jednej de
(k—1) véitane (teda koncentracia najmenej jednej zlozky ma nulova hodnotu).
Ak budeme v nasich dvahdch hovorit o tavenindch a zliatinach, budeme mat
na mysli, pokial vyslovne nezdéraznime opak, len vnitorné taveniny a vni-
torné zliatiny. O tychto potom plati, Ze chemické zloZenie vSetkych tavenin
(prirodzene i zliatin) k-zlozkovej sustavy je kvalitativne rovnaké; taveniny
(i zliatiny) sa navzajom lisia iba kvantitativne, t. j. skladaji sa z réznych
relativnych mnozstiev rovnakych zloziek. Fazové zlozenie vSetkych zliatin
k-zlozkovej ststavy je kvalitativne rovnaké; relativne mnozstva jednotlivych
tuhych faz v zliatinach s rézne.

3. Struktarna zlozka

Struktiirne zlofky (elementy) st jednotlivé Casti zliatiny s uréitou charak-
teristickou §truktirou, ktoré pod mikroskopom maju rovnaké zloZenie a rov-
naky typicky vzhlad [8]. K vlastnostiam $truktirnych zloZziek patri fyzikalna
a chemickd homogénnost a existencia hraniénych pléch oddelujiicich navza-
jom jednotlivé Struktirne zlozky.

Rdidom Struktirnej zlofky budeme nazyvat pocet tuhych faz, z ktorych sa
zlozka skladd. Zliatiny k-zlozkovej sustavy bezpodmieneéne obsahuju Struk-
tarnu zlozku k-teho radu; okrem toho mdéZu obsahovat niektoré alebo aj
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vietky Strukturne zlozky prvého aZ (k— 1)-ého radu. Objektom naSich tvah
budd zliatiny, ktoré obsahuju §truktirne zlozky vSetkych & radov.

Jednotlivé strukturne zlozky zliatin k-zlozkovej ststavy sa lisia jednak
svojim radom, jednak charakterom tuhych faz, z ktorych sa skladaji.

Struktirne zlozky jedného a toho istého radu — s vynimkou zloZiek k-teho
rddu — lisia sa charakterom faz. Totozné §truktirne zlozky sa zhoduji v rade
i v charaktere faz. Pre poéet tuhych faz f, v Struktirnej zlozke k-zlozkovej
sustavy plati:

l=fs=k (1)

Struktirne zlozky maji vlastnosti istej skupiny prvkov, vytvorenej z uréi-
tého zakladného poétu prvkov; v skupinach je délezita iba sama existencia
prvkov: pojem ,,poradie prvkov‘ nemé v nich zmysel. Kazdy prvok sa v Struk-
tirnej zlozke vyskytuje iba raz. Tieto skupiny si z algebraického hladiska
kombindcie bez opakovania. Ulohu prvkov v kombindcii maji tuhé fizy, z kto-
rych sa skladd Struktirna zlozka. Zakladny poéet prvkov sa rovnd maximalne-
mu poétu tuhych faz, ktoré modzu koexistovat v danej Struktirnej zlozke, t. j.
podla (1) sa rovna k. Trieda kombindcie sa rovna radu $truktirnej zlozky,
t. j. poétu tuhych faz, z ktorych sa skladd dana struktirna zlozka.

4. Charakteristické figary

Poéet struktirnych zloZiek v jednotlivych zliatindch k-zlozkovej ststavy
sa mdZe menit v intervale od jednej do k. Mnozinu zliatin, obsahujtcich
Struktirne zlozky od jednej do (k—1) véitane, nazveme ,,charakteristicka
mnozina““. Geometrické miesta figurativnych bodov tychto zliatin vo fazovom
diagrame danej sustavy pomenujeme charakteristické figiry [5]. Charakteris-
tické figiry r-tého radu st geometrické miesta figurativnych bodov zliatin
k-zlozkovej ststavy, ktoré obsahuja » rozli¢nych $truktirnych zloZiek, teda:

1=rsk—1

V binarnej sustave existuje jedna charakteristickd figiwra prvého radu — dvojity
eutekticky bod. V ternarnej ststave je jedna charakteristickd figira prvého radu —

trojity eutekticky bod E — a Sest charakteristickych figur druhého rddu — priamky 4 E,
BE, CE a krivky e, E, e,E a e;F (obr. 1).

Mozno Iahko dokézat, Ze existencia tych alebo inych Struktirnych zloziek
radu prvého, druhého . . ., (k— 1)-6ého v zliatine je uréend priebehom krystali-
zacie taveniny pri ochladzovani, t. j. trajektériou figurativneho bodu kvapalnej
fazy, koexistujicej s vyliéenymi tuhymi fazami, vo fizovom diagrame pri
tuhnuti. Tato trajektdria je funkciou polohy figurativneho bodu taveniny
vzhladom na patriéné charakteristické figiry fazového diagramu.

Pri tavenindch terndrnej sustavy s jednoduchym eutektikom (obr. 1) je charalter
struktirnych zloZiek prvého rdadu jednoznaéne uréeny vzdjomnou polohou figurativneho
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bodu taveniny a monovariantnych kriviek e,E. ¢,E a e,E. Napriklad vietky zliatiny,
ktorych figurativne body su v dasti de,Fe, koncentradného trojuholnika ABC, obsahuji
fazu A ako Struktdirnu zlozku prvého radu.

Charakter Strukturnej zloZky druhého radu je jednoznaéne uréeny vzdjomnou polohou
figurativnych bodov danych tavenin a priamok AE, BE, CE. Napriklad vo vSetkych
zliatindch, ktorych figurativne body su v trojuholniku BCE, $trukturna zlozka druhého
radu je dvojité eutektikum* B + C, priéom je tplne lahostajna poloha danych figura-
tivnych bodov voéi monovariantnej krivke e,E.

Obr. 1. Koncentraény trojuholnik prostej Obr. 2. Koncentraény tetraéder prostej
trojitej eutektickej sustavy ABC s vyzna- kvartérnej eutektickej stustavy ABCD.
denim jednotlivych elementarnych krystali-

zaénych oblasti.

Podobna zdkonitost. existuje pri taveninach a zliatindch kvartérnej sistavy s jedno-
duchym eutektikom (obr. 2).

Charakter Strukturnej zlozky prvého rddu uréuju bivariantné plochy — charakteristic-
ké figury e,E\EE,, e,Jl,EE,,e,E,EE,,e,E\EE,,esE,EE,, e, E.EE,; Strukturne zloZzky druhého
radu sa uréuju vzdjomnou polohou figurativnych bodov tavenin a charakteristickych
figar AE\E, AE,E, AE,E, BE\E, BE,E, BE,E, CE\E,..., DEE. Napokon struktirne
zlozky tretieho radu st uréené charakteristickymi figirami ABE, ACE, ADE, BCE,
BDE, CDE.

V (k— 1)-rozmernom fazovom diagrame k-zlozkovej sustavy su charakteris-
tické figuiry r-tého rddu zndzornené (r— 1)-rozmernymi geometrickymi obraz-
cami.

5. Elementarne krysStalizaéné priestory

Charakteristické figiry rozdeluju fazovy diagram viaczlozkovej stistavy na
urdity podet Sasti, ktoré pomenujeme elementdirne kry$talizainé priestory**.
Vyznadéuji sa tymito vlastnostami:

*Tento termin je v8eobecne roz§ireny, hoci prisne vzaté, zmes faz B + C, vyluéujtca
sa v danom pripade z kvapalnej fazy, nie je dvojité eutektilkkum (pozri napr. [1]).

**Pri bindrnych a terndrnych ststavach budeme pouZivat aj termin elementdrne krys-
talizaéné oblasti.
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1. vSetky taveniny, ktorych figurativne body lezia vnutri daného elementar-
neho kryStaliza¢ného priestoru, vykazuju pri ochladzovani ten isty priebeh
krystalizacie a to isté poradie vo vylidenych tuhych fazach;

II. vSetky zliatiny, ktorych figurativne body leZia vnitri daného elementar-
neho krystalizaéného priestoru, obsahuji jedny a tie isté Struktdrne zlozky
(aj ked v roznom relativnom mnozZstve).

Vlastnost II je dosledkom vlastnosti I. Obratené tvrdenie — ako neskor do-
kizeme — vo vSeobecnosti neplati.

Geometricky rozmer daného elementarneho kryStalizaéného priestoru sa
zhoduje s rozmerom prislusného fazového diagramu [5].

Napriklad fazovy diagram terndrnej sustavy (obr. 1) je charakteristickymi figarami
rozdeleny na Sest oblasti, ktorych prislusné zliatiny sa liSia svojimi Struktarnymi zloZkami
prvého a druhého radu (tab. 1).

Tabulka 1

Elementarne krystalizaéné oblasti fazového diagramu prostej eutekticlej sustavy ABC

} o Réad struktiirnych zloZiek
Cislo oblasti |

¢ | I I 111

' I | A | A+ B A+B+C

: I ‘ B A+B | A+B+cC

! I i B B4C A+B+C

| v | c B+cC A+BtC |
v @ c A+c¢ A+B+C |
' VI 1 A A4C A+B-iC ‘

Stihrn §truktarnych zloziek prvého az (k— 1)-ého radu jednoznaéne charak-
terizuje Iubovolny elementarny kryStalizaény priestor danej k-zlozkovej si-
stavy; preto moéze slizit ako rozliSovacie kritérium pre jednotlivé elementirne
krystaliza¢né priestory, ktoré teda maji povahu urditej skupiny Sruktirnych
zlofiek. Udelnejsie viak je charakterizovat pojem elementarny krystalizadny
priestor nie ako skupinu Struktirnych zloziek, ale ako urditd skupinw tuhgch
fdaz. Vo vSetkych zliatindch k-zlozkovej sustavy existuje prirodzene vSetkych
k tuhych féz (v podobe rozlitnych $truktirnych zloziek). Treba v$ak brat do
tivahy nielen samu existenciu tychto fiz v zliatine, ale aj poradie ich vyluco-
vania z taveniny.

Napriklad zo vSetkych tavenin, ktorych figurativne body patria do éasti BEe, kon-
centraného trojuholnika ABC (obr. 1), ako Strukttrna zloZzka prvého radu kryStaluje
faza B; dalSou fazou, ktord sa vyluduje z taveniny pri chladnuti, je fadza C, ktord je st-
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éiastkou Struktirnej zlozky druhého rddu, dvojitého eutektika B 4 C. Napokon sa vy-
luéuje faza A ako Cast trojitého eutektika (t. j. Struktirnej zlozky tretieho radu) 4 + B +
+ C. Preto poradie vyluovania tuhych féz z tychto tavenin je B, C, 4.

Poradie krystalizdcie tuhych fiz z tavenin jednotlivych elementarnych krystalizac-
nych oblasti sustavy ABC je v tab. 2.

Tabulka 2

Poradie vyluéovania tuhych faz v jednotlivych clementdrnych krystalizaénych oblastiach
fazového diagramu prostej eutektickej sustavy 4 BC

Poradie vyluéovania tuhych féz
Cislo oblasti '
1 2 3
I A B C
I B A C
111 B C A
v c B y
A% C A B
VI A C B

Ak pozname vietky Struktirne zlozky zliatin, ktorych figurativne body si
v urditom elementarnom krystaliza¢nom priestore, mozno jednoznaéne stano-
vit poradie vyluéovania tuhych faz pri kryStalizacii.

Napriklad zliatiny uréitého elementédrneho krystaliza¢ného priestoru péatzlozkovej
sustavy A BCDE obsahuju krystaly D a tieto eutektika: binarne B + D, ternarne A 4
4+ B 4+ D, kvartérne A + B + C + D a kvintétme 4 + B + C + D + FE; ak Struktur-
ne zlozky napiSeme tak, aby rovnaké fazy prisli do rovnakého stipca, poradie faz v kvin-
témom eutektiku (t. j. v Struktarnej zloZke piateho radu) bude hladanym poradim
(tab. 3).

Tabulka 3
Schéma pre urdenie poradia, v akom krystaluji

tuhé fazy z tavenin prostej eutektickej kvintér-
nej sustavy ABCDE

Rad
Struktarnych Poradie krystalizdcie faz
zloziek
I D
11 D+ B
I1I D+B+ A4
IV D+ B+4+C
v D+B+A+C+E
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Ak naopak pozname poradie vyluéovania tuhych faz pri kryStalizacii tavenin uréitého
elementédrneho krystalizaéného priestoru, mozno podobnym spésobom jednoznaéne uréit
vietky Struktirne zlozky, ktoré sa budu v zliatine vyskytovat.

Dokéazali sme, Ze §truktirne zlozky maji charakter kombinacie bez opako-
vania, pridom podet prvkov, t. j. tuhych fiz sa meni v rozmedzi od jednej
do k; pojem ,,poradie prvkov‘ v Struktirnej zlozke nemd zmysel.

Jednotlivé elementarne krysStalizaéné priestory pozostavaji naopak z uréi-
tého, pre dani sistavu konstantného poétu tuhych faz. Lisia sa v8ak poradim
ich vykrystalovania z tavenin. Preto lubovolny elementarny krysStalizaény
priestor k-zlozkovej sdstavy méze byt jednoznaéne charakterizovany ako
uréitd permutdcia (bez opakovania) z k tuhych faz.

B. Uréenie poltu Struktirnych zlofiek a elementdrnych krystalizaénijch
priestorov mmohozloZkovijch prostych eutektickych sistav

1. Uréenie poétu §truktirnyech zloziek
jednotlivych radov

Ako je uvedené v odseku 4-3, §truktirne zlozky maji vlastnosti kombinacie
(bez opakovania) ¢-tej triedy z k& prvkov, pritom ¢ je rad Struktirnej zlozky,
k je podet komponentov danej ststavy. Preto podet Z! $truktérnych zloZiek
t-tého radu k-zlozkovej stistavy je dany vyrazom

i RGk—1..(k—3+1) (kY ‘
Ay = 1.2.3....¢ - (z) = Gk (2)

pri¢om

C}.\. = kombindcia (bez opakovania) i-tej triedy z k elementov.

2. Uréenie poétu vSetkych §truktidrnych
zloziek v sustave

a) Potet vSetkych Struktirnych zloZiek najjednoduchsie stanovime tak, Ze
uréime stéet vyrazov (2), v ktorych ¢ ma postupne vietky hodnoty od jednej
do % véitane:

1

i =k k
Zzi;Zo;;:zk—l (3)
= 1

b) K tomu istému vysledku moZno prist nezavisle od danej charakteristiky pojmu
»Struktarna zlozka‘* ako skupiny féz; v asti fazového diagramu, ktord odpovedd primér-
nej krystalizacii Tubovolnej fazy danej sustavy, uréime poéet vSetkych Struktiirnych
zloZiek. Potom v susednej &asti diagramu, odpovedajticej primarnej kryStalizéciiinej
fazy ststavy, uréime poéet Struktirnych zloZiek, ktoré neexistuju v prvej éasti. Tak
pokradujeme aZ do vyéerpania vSetkych tuhych faz sastavy.
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Napriklad v Gasti kvartérnej ststavy ABCD, ktord odpoveda primdrnej krystalizdcii
fazy A, existuju tieto Struktdrne zloZky:

faza A,

binarne eutektikum 4 + B, A - C. A + D.

ternarne eutektikum 4 + B+ C, A + B+ D. 4 + C + D.

kvartérne eutektikum 4 + B 4 C + D.
V é&asti ststavy odpovedajucej primarnej krystalizdcii fazy B k nim pristupuju:

faza L,

binarne eutektikum B 4+ C a B 4 D,

ternarne eutektikum B + C + D.
V dasti ststavy, v ktorej sa primarne vyluduje faza C, existuji ticto nové Struktirne
zlozky: faza C a bindrne eutektikum C + D. Napokon v &asti sustavy odpovedajticej
primarnej krystalizacii fazy D ndjdeme jedint nova Struktarnu zlozku --- fazu D.

Preto thrnny poéet vSetkych Struktarnych zloZiek je:

4

Zzi=8+4+2+1=2°+21+22+23:15
1

V pripade bindrnej a terndrnej ststavy dostdvame analogicky:

2 3
Zz;=20+21=3 Zz§=2v+2l+22=7
1 1

Uhrnny podet vSetkych Struktirnych zloZiek k-komponentovej ststavy je teda rovny
stétu geometrického radu, v ktorom pocet Elenov je k. prvy élen a; = 20 = 1, k-ty ¢len
a;, = 21 a kvocient ¢ = 2; preto

k
zZ};=1+2+22+...+2ff—1=2“—1 (3a)
1

Tabulka 4

Pascalov trojuholnik zostaveny =z ¢isel, ktoré udavaji poéet rozliénych Struktirnych
zloZiek v jednotlivych oblastiach primérnej krystalizdcie fidzového diagramu prostej
eutektickej kvartérne] sustavy 4BCD

| ' R4ad $truktirnych zloZiek
E Oblast primarnej - i i
' krystalizdcie fazy 1 i 11 i 111 Y
R P R
i | !
A | 1 i 3 | 3 1
B 1| 2 | 1 -
L }
c 1 ! 1 \ S -
i |
D { 1 i o — —
| |
| |
Spolu 4 g 6 ‘ 4 1
i
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¢) Z pottu Struktirnych zloziek jednotlivych éasti fazového diagramu, od-
povedajucich oblastiam primarnej krystalizicie jednotlivych tuhych fiz si-
stavy a usporiadanych s ohladom na ich rad, mozno zostavit znamy Pascalov
trojuholnik (tab. 4).

Stcet vsetkych struktirnych zloziek i-tého radu k-komponentovej ststavy,
ktory podla vzorca (2) sa rovnd kombinaénému é&islu O}, mozno podla tab. 4
urtit aj ako sdbet prvych k—(¢—1) élenov vysSieho aritmetického radu
(—1) radu. Preto mozno pisat:

m == ip—1
: i—1 —1 i—1 i—1 i—1
Cr=C L +C +0 4+ .. +0_, = ZC:" (4)
m=i—1
Analogicky:
k—1
i i1 (—1 i—1 —1 i—1
Zy =24+ Z: +Z,~+1 + ..+ Z, = sz (4a)
me=i—I1

3. Urtenie podétu elementdrnych krystalizaénych
priestorov

a) Pri pomerne jednoduchych sustavach ide o tlohu celkom elementiarnu: napriklad
pri kvartérnej sustave vyuZijeme skutoénost, Ze charakteristické plochy deli koncen-
traény tetradéder suistavy na Styri objemy zhodné svojimi vlastnostami, a uréime podet
elementarnych krystalizaénych priestorov v jednom z nich.

Napriklad objem primérnej krystalizacie fazy 4 sa plochami AE,, AE, a AE, deli na
tri Casti, ktoré sa zhoduju v Struktarnej zlozke prvého radu, ale liSia sa v Struktdrnej
zlozke druh¢ho radu. Kazdé z tychto troch asti sa trojuholnikmi ABE, ACE a ADE
deli dalej na dva objemy; vSetky zliatiny, ktorych figurativne body patria k niektorému
7 tychto objemov, maja rovnaké Strukturne zlozky; tieto objemy su teda elementérne
krystalizaéné priestory, ktorych je v objeme primérnej kryStalizacie fazy A dovedna
3.2 = 6; preto v celom tetraédri je 4.6 = 24 elementérnych krystalizaénych priestorov.

b) Iny spbsob uréenia poétu elementirnych krystalizaénych priestorov v si-
stave spocdiva na vyuziti tychto dvoch zakonitosti:

I. Vsetky struktarne zlozky i-tého radu (1 = ¢ < k), ktoré existuji v zliati-
nach jedného a toho istého krystalizaéného priestoru, maji charakter kombina-
cie i-tej triedy z k elementov. .

II. Redlne existujica Strukturna zlozka (¢ + 1)-ého rddu obsahuje vSetky
tuhé fazy pritomné v Struktirnych zlozkach prvého, druhého, . . ., i-tého radu

toho istého elementarneho krystalizaéného priestoru k-zlozkovej ststavy
l=:=k—1).

Napriklad v prostej eutektickej sustave ABC existuje dovedna sedem rozliénych
Struktiarnych zloZiek:

tri prvého radu: 4. B, C;

tri druhého radu: 4 4 B, 4 + C, B 4+ C;

jedna tretieho radu: A + B + C.
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Podet elementarnych krystalizaénych priestorov sa rovnd poétu kombinécii, ktoré
moéZu navzijom vytvorit Struktirne zlozky prvého a druhého radu. Kazdy rad je zasti-
peny jednou Struktarnou zloZkou. Kombinécia, obsahujica obidve Struktirne zlozky
jedného a toho istého radu, ako aj kombinécia, v ktorej Strukturna zloZka druhého
radu neobsahuje fazu, ktord v tej istej kombindcii figuruje ako Strukturna zlozka prvé-
ho radu, nemaji zmysel.

Kombinacii, ktoré vyhovuju tymto podmienkam, je Sest: (4, 4 + B); (4, 4 + C);
(B, A + B); (B, B+ C); (C, A+ C); (C, B + C); preto poéet elementarnych krystali-
zaénych priestorov je:

ZE =6
(3)

V prostej eutektickej kvartérnej sustave ABCD existuju tieto Struktarne zlozky:
.rtddu: 4, B, C, D;

.tédu: 4 + B, A +C, A+ D,B+C,B+ D,C + D;
.radu: 4 + B+ C, A+ B+ D, A+ C+ D,B+ C + D;
.rdadu: A + B + C + D.

QO D e

Kvoli struénosti uréime redlne kombinacie Strukturnych zloziek, ktoré obsahuja ako
struktarnu zlozku 1. réddu fazu A4.

4 A 4 4

A+ B A+ B A+cC 4+cC
A+B+C A+ B+ D 4+C+B 4+C+D
A A

A+ D A+ D

A4 D+ B A+D+cC

Analogické kombindcie moZno vytvorit z elementov obsahujacich ako Strukttirnu zloz-
ku 1. rddu fazy B, C, D. Je teda:

YE=6.4=24
(4)

¢) Aby sme nasli vieobecné rieSenie, t. j. zavislost

SE = F (k),
: (k)
formulujeme tlohu takto:
dané st Struktirne zlozky:
a}, af, a?, A af1=k

2 D
aé, a;, “Z’ P

: Py
a}c_l, 0'12':_1, ((,;‘5,_1, s @ ]i___}
(Horny index oznaduje poradové éislo jednotlivych §truktirnych zloziek, dolny
index ich rad.)
Mame najst poet kombindcii obsahujicich (¢ — 1) prvkov, t. j. (k—1)
rozliénych Struktarnych zloZiek, aby v kazdej kombindcii bol zastipeny prave
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jeden prvok z kazdého rddu. Pritom §truktirna zlozka (k — 1) rddu musi
obsahovat §truktdrnu, zlozku prvého, druhého, . . ., (k — 2 )-ého radu.
Vieobecné riesenie ulohy dava vyraz

k—1
2E = 3a, . Xa,. Za, ... %1, _, = Il Xy, (5)

(k) iwml

Aby sme tulohu riesili konkrétne, treba uréit hodnotu kazdého sudtu Za,.
Nech ide o prosti eutekticku k-komponentovi sustavu ABC ... Z. Uréime
podet vietkych kombinécii vyhovujicich na§im podmienkam, v ktorych struk-
tirnou zlozkou prvého radu je faza R. '

Stcet vietkych kombindcii druhej triedy (t. j. typu R, X) je:

2&2 _ (;ﬁl—]) —k—1

Podobne pre kombinéciu tretej triedy R, X, Y plati:

B = ([k—ll]—l) =(/;—12) —ded

Vseobecne pre kombinéciu i-tej triedy je:

T = (lc—il+ 1)=k—'i+l, (6)
pri¢om pre ¢ plati:
2=si1sk—1

Hodnotu X, sme urdili vyssie. Ostava uréit hodnotu 2a;, ak i = bk — 1:

Yo, =k—Fk—1)+1=2

Preto stdet vsetkych redlnych kombindcii Z(R), v ktorych Struktirnou
zlozkou 1. radu je faza R, je:
"
Z(R) =

1

3 Ya; = (k—1).(k—2) ... 3.2 (7)

=

I
o

Pretoze v skumanej ststave je dovedna k& Struktirnych zloziek prvého
radu, thrnny pocet vSetkych hladanych kombinacii je:
k—1
ZE=Fk. ZR)=Fk.JI &
(k) PPN a;
alebo

ZE=1F.(k—1).(k—2)...3.2) = k! = DI} (8)
(k)

Pritom P, je potet permutdcii z k& prvkov.
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d) Ten isty vysledok mozZno ovela jednoduchsie ziskat tak, Ze vyjadrime
v analytickej forme charakteristiku elementarnych krystalizaénych priestorov,
ako sme uviedli v odseku 4-5. Ak totiz Iubovolnej permuticii z k tuhych faz
odpoveds jeden a len jeden elementdrny krystalizadny priestor a naopak,
musi sa polet tychto krystalizaénych priestorov rovnat poctu permutdcit
z k prvkov, teda:

2E =k = P (8a)
(k)

Pocet elementarnych krystalizaénych priestorov so vzrastom poétu kompo-

nentov sustavy rastie znadne rychlejsie nez pocet Struktirnych zloziek (tab. 5).

Tabulka 5

Poéet Struktirnych zloZiek a elementér-
nych krystalizaénych priestorov pros-
tych eutektickych sustav

|
koo B
k zzi e
1 I | (k)
!
2 3 1 2|
3 7 ; 6 i
4 , 15 i 24
5 i 31 120
Sthrn

Dokazalo sa, Ze $truktarne zlozky mozno definovat ako ur¢ité kombinacie
z tuhych faz, ktoré sa vyskytuji v danej ststave.

Zaviedol sa termin charakteristické figiry. St to geometrické miesta figura-
tivnych bodov zliatin vo fizovom diagrame, ktoré obsahuji od jednej do
(k — 1) véitane Struktarnych zloziek.

Zaviedol sa termin elementdrny krystalizeéng priestor. V pripade (b — 1)-
rozmerného fazového diagramu k-zlozkovej kondenzovanej rovnovaznej si-
stavy ide o (kK — 1)-rozmerny priestor; vSetky vnidtorné taveniny tohto prie-
storu vykazuju pri ochladzovani ten isty priebeh krystalizacie a to isté poradie
vyladenych tuhych faz, v désledku ¢oho vsetky vntitorné zliatiny pozostavaju
z jednych a tych istych Struktirnych zloziek.

Dokéazalo sa, Ze elementiarny kry$talizaény priestor mozno definovat ako
kombindciu (bez opakovania ) (k — 1)-tej triedy z uréitych strukturnych zloziek
vyskytujicich sa v danej ststave, alebo jednoduchsie ako permutdcin (bez
opakovania) z k-tuhych faz existujicich v zliatinach danej stustavy.
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Uvedené algebraické definicie mozno pouzit na jednoduché uréenie podétu
struktirnych zloZiek rozliénych radov i elementarnych krystalizaénych prie-
storov vo fazovych diagramoch rovnovainych k-zlozkovych kondenzovanych
sustav.

K TEOPHE PABHOBECHDLIN MHOI'OROMIIOHEHTHBIX
ROHJEHCHMPOBAHHDLIN CICTEM (I)
HPOCTHIE OBTERTHYECKRIE CHCTEMDBI

MUIAH MAJITHOBCK T

Rade;ipa xuMu4ecRoil TeXHOJIOTHY HCOPIaHUUYCCKIX BEILCCTB
Cl0BAIKOIO BLICTICTO TEXHINCCKOIO yuedHOro 3aBejicHHst B LBpaTnciiase

BL1BO; (b1

HokasaHo, 4TO ¢TPYRTYPHLIC COCTAB/IAIONMC MOKUO XapaKTCPH30BATL KaK ONpe;ie-

JICHUBIC COUCTAHIs 113 TBEP,(LIX (Da3, KOTOPKIC ¢YICCTBYIOT B JIAHHOI CHCTCMC.

3BC/ICH TCPMUH »XAPAKTEPUCTIUCC Kast PUIYPa«. ITO I'COMETPHUECCKOC MECTO (DHIy PATHBILIX
TOUCK TAKUX CILIABOB B (MAIPAMMAX COCTOsiHMs k-KOMIIOHEHTHOIi CHCTEeMLlI, KOTOPLIC (O~
JI@PIKAT OT CAMHHLLL (O (A—1) cTPYKTYPHLIX ¢OCTaBSIIONINX.

BBCCH  TCPMIUH  »)IICMCHTADHOC  KPHCTALIBANMOHIIOC  HPOCTpaHeTBo«. I3 cayuace
(k—-1)-Mepuoii  jarpaMMnol  COCTOsIHUsL  A-ROMIIOUCHTHOII  KOM;CHCHPOBAHMOL  CHCTCMDI.
970 (k—-1)-MCcpuOC HPOCTPAICTBO, BCC CILIABLI KOTOPOIO UPOSIBISAIOT IPH 3aTBEP;CBAILNY
O;(I M TOT 3KC XOJi KPHCTA/LIBAIMN, O;UtH 11 TOT K€ 1IOPs,;I0K BbUIC/CHUsT TBEP;IbIX (a3
M COCTOAT HOITOMY M3 O;(HIX Il TCX JKC CTPYRTYPHBLIX ¢OCTABIISIOIIMX . :

[loraszano, uTO DJICMCHTAPHOC KPHMCTA/LIMB3aLMOHMHOC NPOCTPAHCTBO MOMHO Xapak-
TCPHBOBATL Kak »coucTaHie (003 IOBTOPHIONINXCsL 3JIE€MCHTOB) « (k—1)-010 Kiacca H3 olpe-
JCICHHBIX CTPYRTYPHLIX ¢OCTaB/JIAIONIMYX, CYIMECTBYIOIIMX B JIAHION CHCTEMC, I HPOIIC
KAk »ICPeCTaHOBRY (63 HOBTOPSIIOMIMXCSI 9.1CMCHTOB)« 13 A TBep/AbIX (a3, ¢yHICCTBYIOMMX
B CHJIABAX JIQHHOI CHCTCMDI.

Ilpuselennnie  anredpanucckue XapakTCPHCTHRIL MOKHO HCHOJL30BATL IS ONPC;iC-
JCHHSL YHCHA RaR CTPYRTYPHBIX ¢OCTaBIISIOUIMX PasjiMYHbIX TOPS;UKOB, TaK H dJICMeUTapHAIX
KPHCTAJIHBAIMOBHLIX  IIPOCTPALCTB JIATPAMM  ¢OTOSIHISL PABHOBCCHBIX /k-KOMIIOHCHTHLIX
KOILEICIPOBAHTILIX ¢ ICTCM.

Hoctynuao B pejlariio 17. 12, 1956 1.

ZUR THEORIE DER GLEICHGEWICHTSPHASENDIAGRAMME
VON KONDENSIERTEN VIELSTOFFSYSTEMEN

MILAN MALINOVSKY

Lehrstuhl fiir anorganische Technologie an der Slowakischen Technischen
Hochschule in Bratislava

Zusammenfassung

Es wurde nachgewiesen. dass sich die Strukturbestandteile definieren lassen als he-
stimmte IKombinationen von festen Phasen, die sich in einem gegebenen System vor-
finden.

Es wurde der Terminus charakteristische Figuren eingefithrt. Es sind dies die geo-
metrischen Orte figurativer Punkte von Legierungen im Phasendiagramm, welche einen
bis zu einschliesslich (k --- 1) Strukturbestandteile enthalten.

Es wurde ferner der Terminus elementarer Kristallisationsraum eingefiihrt. Im Falle
cines (k—1)-dimensionalen Phasendisgramms von einem kcndensierten System han-
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delt es sich um einen (k — 1)-dimensionalen Raum. Alle Schmelzen dieses Raums
weisen ein und denselben Kristallisationsverlauf auf, ferner auch dieselbe Folge der Kris-
tallisation der festen Phasen und infolgedessen bestehen alle Legleru.ngen dieses Raums
aus ein und denselben Strukturbestandteilen.

Es wurde nachgewiesen, dass der elementare Kristallisationsraum definiert werden
kann als Kombination (ohne Wiederholung) der (k— 1)-ten Klasse aus bestimmten
Strukturbestandteilen, die in einem gegebenen System auftreten, oder einfacher als
Permutation (ohne Wiederholung) aus k-festen Phasen, die in den Legierungen eines
gegebenen Systems existieren.

Die angefiihrten algebraischen Definitionen kénnen fur die einfache Bestimmung der
Anzahl von Strukturbestandteilen verschiedener Ordnungen und ebenso elementarer
Kristallisationsréume in Gleichgewichtsphasendiagrammen kondensierter k-Stoffsysteme
verwendet werden.

In die Redaktion eingelangt den 17. 12. 1956
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