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Okrem spojite rozloZenych veli¢in, ako je masa, naboj, koncentracéné
zriedlo atd., stretdvame sa s veli¢inami ststredenymi v jednom bode (bodova
masa, bodovy néboj, bodové koncentradné Zriedlo atd.), ktoré casto pouziva-
me ako samostatné pojmy, pritom si neuvedomujeme, %e si to len ,Jlimitné
obrazy‘‘ a pri praci s nimi vynechavame prislusny limitny prechod. ,,Limitny
obraz‘ prislichajtici postupnosti niektorej z uvedenych fyzikalnych veli¢in
P. A. M. Dirac (1926) nazval J-funkciou [1]. Pomocou d-funkcie daji sa
za uréitych predpokladov s vyhodou rieSit parcidlne diferencidlne rovnice
parabolického typu. Za ulelom rieSenia diferencidlnej rovnice difdzneho deja
zostrojime pomocou §-funkcie Greenovu zriedlovi funkeciu G (y, y,, t).
Zvlastnost rieSenia spoliva v tom, Ze vysledné analytické vyjadrenie kon-
centracie ¢ (y, t) umoziiuje skiimat difuzny dej za nestacionirneho stavu.
Zistenie hranic pouzitelnosti rovnic ziskanych metédou é-funkcie vyzZaduje
Specidlne vySetrenie [4].

Zostrojenie diferencidlnej rovnice difuzneho deja za pritomnosti
koncentraéného Zriedla

V priestore bodového koncentraéného Zriedla vzniké koncentraéné pole, v ktorom
koncentracia ako skaldrna veliina za nestaciondrneho stavu je funkciou polohy a asu:

¢ =f(x.y,21)
Ak v danom okamihu 7 je koncentraéné pole dané rovnicou
¢ = f(a, y, 2, ),
rovnica
f(x, y, z, ) = kon§t.

predstavuje plochu, vo vSetkych bodoch ktorej mé koncentricia v danom &asovom oka-
mihu rovnaka hodnotu. MnoZina tychto bodov o rovnakej koncentracii predstavuje
ekvikoncentraénu nestacionarnu hladinu.

UvaZujme v roztoku., v ktorom koncentrécia je Iubovolnou funkeciou miesta, Iubo-
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-
voInu uzavretd plochu. Cez plosny element dp za dobu dt prejde z vnutra plochy na von.-
kajSiu stranu mnoiZstvo difundujicej latky dN; uréené I. Fourier—Fickovym zdkonom

o>
dN, = —D.grad ¢.dp.d¢
a cez celi plochu
- .
le=—D.dtfgradc.dp=—D.dtfdiv grad ¢c.dV (1)
p Vv
Tvorbu difundujtcej latky budeme charakterizovat hustotou koncentraéného Zriedla
F(z, y, 2z, t) v urbitom mieste roztoku (=, y, z) a v &ase t, pri¢om predpokladdme, Ze
F(x, y, 2, t) je v uvaZzovanom obore spojita. V dodsledku tohto koncentraéného Zriedla
vzniké v objeme V za 8asovy interval < ¢, ¢ + dt > mno#stvo difundujtcej latky

szzdth(x, ¥, 2, t).dV (2)
14

Mnoistvo difundujuicej latky, ktoré musi vzniknut v objeme V za Gasovy interval < ¢, ¢t +
+ dt >, aby koncentrécia roztoku sa zviésila o de, je:

dN; = de(z, vy, 2, t)de (3)
14

Diferencidlnu rovnicu charakterizujucu difizny dej za pritomnosti bodového kon-
centra¢ného Zriedla dostaneme vykonanim materidlovej bilancie pre difundujicu latku
na zaklade rovnic (2), (3) a (1):

de(x,y,2,t)

5 = D.divgrad ¢c + F(x, y, 2, t)

alebo
i

00 % W . b A gt By % B (4)

ot

kde 4 je Laplaceov skaldrny operator a D je diftzny koeficient.

Poslednéd rovnica umoztuje vyjadrit rozloZenie koncentrécie v blizkom okoli kon.-
centraéného Zriedla v zdvislosti od vzdialenosti a 8asového priebehu v jednotlivych
miestach roztoku. Rovnica (4) predstavuje upraveny tvar II. Fourier—Fickovho zédkona.

Fourier—Fickove zdkony pre redlne roztoky platia len pribliZzne, a to tym presnejie,
&im pomalSie stt zmeny koncentracie difundujucej latky. Uz spésob ich odvodenia ob-
medzuje ich pouZitelnost len na pripad éistej koncentraénej diftzie bez akejkolvek kon-
vekcie, migracie atd. [3]. PririeSeni diferenciélnej rovnice budeme predpokladat konstant-
nost difazneho koeficienta v priestore a v ¢ase. Tento predpoklad je rovnako idealizujtci
a je splneny tym skor, éim menSie s zmeny difundujicej latky sposobené diftaziou.
Tak isto zriedovacie teplo v podmienkach priebehu diftizneho deja mé byt zanedbatelne
malé, aby nerovnomerné rozdelenie teploty nevplyvalo na rychlost diftzneho deja.
Uvedené predpoklady do uritej miery splnime, ak difazny dej budeme Studovat
za nestaciondrneho stavu v blizkosti koncentraéného Zriedla a za maly ¢asovy interval,
podas ktorého zmeny koncentracie difundujtcej latky budu relativne velké.
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Formuldcia a rieSenie problému

Vo vieobecnosti hraniéné podmienky st funkeiou hodnét na fadzovom rozhrani roz-
toku a rozpustadla. UvaZujme idedlny pripad jednosmernej koncentradnej diftizie na ne-
koneénej polpriamke 0 <<y < + oo pri uréitej teplote, pritom poéiatoéné a hraniéné
podmienky nech st vyjadrené rovnicami:

oy, t = 0) =0, 0<y+ oo (5)
lim 9¢(%:t) _, 0<t<+ oo (6)
y—>0t 0y

Rovnicu (4)vyrieSime superpoziciou bodovych koncentradnych zriediel, ktoré su
spojite rozloZené na fazovom rozhrani rozptstadla a roztoku o koncentradnej hustote
F(y, t). Rovnicu (4) pre pripad, Ze koncentréacia je len funkecicu suradnice y, napiSeme
v tvare

de(y, t) d%
—_— =D.— + F(y,t 7
al ayz + (y’ ) ( )
.

Ak v uréitom mieste rozpustadla y, v ¢asovom okamihu ¢ = 0 umiestime okamZité
bodové koncentraéné Zriedlo o mohutnosti ¢y, zdroj hustoty koncentraéného Zriedla
moézZeme pomocou Diracovej funkeie vyjadrit v tvare

F(y, t) = cod(y—yo)d(t), (8)

kde d-funkeia, vyjadrujtca ortogonalne vlastnosti funkeii spojitého spektra, mé tieto
vlastnosti [1, 2]:

a) 0 (' — x) sa vo vSetkych bodoch rovné nule, s vynimkou jednotkového bodu
2’ = x, v ktorom jej hodnota sa rovnd oo, pri¢om integrél z d-funkcie v celom intervale
je koneény:

—0a
f(i(m’—a;).dx’ =]
+o0

b) Pre integral zo suéinu d(x’ — ) a lubovolne dostatoéne hladkej funkcie f(x’).
ktora je definovand v obore @ << @ < b, plati[1, 2]:

b f(x) b>ax>a
f&(x’—x).f(z’).d:c’:{ (9)
x > b alebo
a 0 z<a
Po dosadeni rovnice (8) do rovnice (7) dostaneme:
dc 0%
ot = Do’@é + cd(y —ya)-6(1) (10)

RozloZenie koncentracie v priestore koncentraéného #riedla budeme hladat v tvare

c(y, t) = cx(t) 6(y — yo) (11)
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Vyjadrenie Diracovej funkcie v tvare Fourierovho integrilu je:

+ 0| 4+

o(y—90) = 5= [ | [ 06—wn).cosk.(y—g).ae |ak (12)

V uvaZovanom. pripade je podintegralna funkcia d(y — y,) definované len na ne-
kone¢nej polpriamke v intervale (0, +o0), pridom 0 << 7, & y # ¥o. Za Udelom rieSenia
rozloZenia koncentrécie na nekoneénej polpriamke vzhladom na podiatoéné a hraniéné
podmienky vyjadrené rovnicou (§) a (6) vytvorime parne pokradovanie J-funkcie
(predfzime -funkeiu) do oblasti (— oo, 0):

[—y + Yol = 6(y — o)

So zretelom na uvedené podmienky rovnica (12) nadobudne tvar

+oo | *oo +eo
Sf—us) = Eln‘f fa[—§+yo].eosk.(y 1g).de +f6(§—y0).cosk.(y—-5).d§ dk
—00 0 0

alebo vzhladom na vlastnost §-funkeie, ktort vyjadruje rovnica (9):

. 1
My —yo) =-;Jcos k.(y + y,).dk + lecos k. (y—uyo)-dk (13)
0 0

Rovnicu (11) méZeme napisat v tvare
-— 0o -

1
c(y, t) = 5% jck(t).cos k.(y + y,).dk +jck(t).cos k.(y—y,).dk
-0 0 ot

(14)

Za predpokladu, Ze je dovolené derivovat vyraz (I14) za integraénym znamienkom
podla jednotlivych premennych. po dosadeni prisludnych derivécii do rovnice (10)
dostaneme:

j{[%’i + D.k2.ck(t) _coa(t)].cos k.(y + ) +

0
+ [%‘— + D.k2.ck (t)——coé(t)].cosk. (y—yo)} dt =0

Integral z posledného vyrazu sa vtedy a len vtedy rovné nule, ak

dek
o

+ D.k%.cp(t) —c,6(t) =0 (15)
Néhomogén.nu rovnicu (15) s poéiatodnou podmienkou

limeg(y,t) =0 (16)
t—> 0

rieSime met6édou variacie konStanty.
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Najprv rieSime rovnicu

—gi—"- + D.k2.cp(t) = 0

cp(t) = Cp(y, t) .e—D &t
Po prevedeni prislusnych operécii pre Cp(y, ¢) dostaneme tuito rovnicu
i
Cr(y> t) =fco.eD""“"a(r).dr
0

Tento integral vzhladom na podiatonu podmienku (16) a na zaklade vlastnosti d-funkcie
vyjadrenej rovnicou (9) je:

¢ 0 pret << 0
—D.k*.%
Cr(y, t) =fco.e d(z).dr =
0 co pret = 0
Riesenie linedrnej rovnice prvého rédu (15) je:
iy, t) = co.e D k1 pret > 0
a
c(y,t) =0 pret <0 (17)

Funkeiu ¢ (¥, ) vyjadrujacu priebeh difdzneho deja méZeme vzhladom na rovnicu (17)
vyjadrit v tvare

1
c(y,t) = c"'?j Lo DEt oos k. (y + yp).dk +
0

00
1
+ —?je—D'kz'tcos k.(y—y,) dk
0

alebo
c(y,t) = ¢o.G(Y, Yo t) pret> 0
c(y,t) =0 pre t << 0,

kde G(y, yo, t) je Greenova Zriedlové funkeia u¢inku okamZitého bodového koncentrasné-
ho Zriedla. Zriedlové funkecia uddva rozlozenie koncentricie v roztoku na nekonednej
polpriamke v obore 0 << y << 4+ oo v éasovom okamihu £, ak koncentréacia v poéiatoénom
okamihu sa rovné nule a ak v urditom mieste rozpustadla y, existuje zdroj difundujtce;j
latky o mohutnosti c,.

RieSenie integrélu:

oo <}
—kK . & —k . &
J(y) =fe cos k. (y + yo) dk +fe cosk.(y — y,) dk,
0 0
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kde « = D.t > 0,
je [5]:

V" __(1/+1/o)_2 'V'— _(1/—1/'))"'
i 4Dt 4 VT o 1.D.t (18)

of == .
W= 57 2Vt

Vyjadrenie Zriedlovej funkecie G'(y, y,, t) pomocou integralu J (y) je:

G (4,90 t) = — - (y) (19)

Rovnica (19) predstavuje fundamentalnu rovnicu diftzneho deja prebiehajiceho na ne-
koneénej polpriamke za uvedenych poéiatoénych a hraniénych podmienok.

RozloZenie koncentracie difundujucej latky v zavislosti od suradnice y a od éasu
udéva rovnica

e (V+Yo)? (¥ —1)?
b __ (V+Yo)” _

c(y,t)-_—.m.e 4.D.t +e 4.D.t (20)

Uvedend rovnica vyjadruje koncentréciu rozpustenej latky v bode y a v ¢&ase ¢,
ak v podiatoénom ¢asovom okamihu ¢ = Q je v bode y, kon§tantné mno#stvo difunduju- .
cej latky cy. .

Rovnica (20) poukazuje na to, Ze prispevok okamZitého bodového koncentraéného
Zriedla poésobiaceho v pociatoénom okamihu ¢ = 0 ku koncentracii difundujicej latky
v mieste roztoku y je rézny od nuly pre akékolvek malé ¢asové okamihy. Tuto skutoénost
bolo by moZné vysvetlit ako vysledok nekoneéne rychleho difundovania rozpustenej
latky v rozpustadle. To, pravda, odporuje molekulovo-kinetickym predstavdm o pod-
state difuzneho deja. Tento rozpor vzniké preto, lebo rovnicu difuzneho deja sme od-
vodili ¢iste fenomenologicky a neprihliadali sme na skutoény pohyb molekul.

Dalkujem dr. V. Kellomu a dr. L. Midtkovi za cenné pripomienky k tejto prdcs.

Suhrn

V praci sa rieSi diferencidlna rovnica diftizneho deja na nekoneénej pol-
priamke metédou J-funkeie. Analytické vyjadrenie koncentracie pomocou
rovnice (20) umotziiuje sledovat difizny dej za nestaciondrneho stavu v bliz-
kosti fizového rozhrania roztok — rozpuistadlo. Na zaklade rovnice (20)
méZeme vypoditat hodnotu diftizneho koeficienta pre pripad &isto koncentrad-
nej difdzie zo zmeny koncentracie difundujicej latky v uréitom mieste
roztoku podas kratkeho ¢asového intervalu.

PEIIEHUE [TNOOEPEHIMAJILHOTI'O YPABHEHUNA ITPOITECCA
JANOOY3NN IIPU IIOMOIIN §-OYHRIINN

JIATMCIIAB BAJIKO
Kagenpa ¢umsudeckoii xumum CroBaukolf BulcIeld TexHMYecKO# IuKoJibI B Bpatuciase

BerBogst
B paGote npoBefeHo pelneHue nud@epeHEnnansHOro ypaBHEHUs Ipoliecca Juddysmu Ha
GecKOBETHON 1I0JIYNPAMOIl, ¢ IoMOmbI0 J-QyHKIMHM. AHajMTHYeCKOe BLIpajeHMe KOHIEH-
TpauMy ¢ IOMOIIBIO YpaBHeHMUA (20) MO3BOACT CIIEMHUTE 3a IPoLeccoM AuPy3nn NPy HecTa-
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I[MOHAPHOM cocTosiHMM BOIM3M (pasoBoro pasjesna pacTBop—pacTBopuTens. Ha ocHoBaHmEM
ypaBHeHHA (20) MOMHO BBIYMCIIHTH BeJIMUMHY KO3(@ruueRTa 1uddy3nu A ciIydass TOIbKO
KOHIeHTPalMoHHOI anddysun, mo u3MeHeHUIO KOHRNEHTpannu JuGyaIApYOmero BemecTBa
B OINpefie/IeHHOM MeCTe PacTBOPa B TeUCHAM KOPOTKOTO IIPOMEKYTKA BPCMEHH.
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LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
EINES DIFFUSIONSVORGANGS MITTELS DER §-FUNKTION

LADISLAV VALKO

Lehrstuhl fiir physikalische Chemie an der Slowakischen Technischen Hochschule
in Bratislava

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Losung der Differentialgleichung eines Diffusions-
vorgangs auf einer unendlichen Halb-Geraden (Strahl) durch die Methode der §-Funktion
durchgefiihrt. Der analytische Ausdruck der Konzentration mittels der Gleichung (20)
ermoglicht es, den Diffusionvorgang im nichtstationéren Zustand in der Ndhe der Phasen-
grenze zwischen Losung und Loésungsmittel zu untersuchen. Auf der Basis der Gleichung
(20 ) kann man den Wert des Diffusionskoeffizienten fiir den Fall einer reinen Konzentra-
tionsdiffusion berechnen, u. zw. aus der Konzentrationsinderung des diffundierenden
Stoffs an einer bestimmten Stelle der Losung wihrend eines kurzen. Zeitintervalls.

In die Redaktion eingelangt den 4. 10. 1957
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